Resumen: Limites de funciones. Asintotas

e limf(x)=f(a) siempre que se pueda sustituir x = a sin problemas en la

expresion de f(x)
e Los casos en los que no se puedan sustituir es:

k#0
> cuando tengamos 0 = oo

Es indeterminado el signo del « y depende de la regla de los signos.

Ejemplos:
1)
. ox+1 4 . . .
lim =— =—o0 * para ver el signo se sustituye en 2'9
.ox+1 =3 x—=3*(0"
lim =700
=3 x =3 x+1 4 ) , .
=— =400 ** para ver el signo se sustituye en 3'l
=3t x =3 ="
1 .
2) lim e ot porque el denominador es siempre +
Xl (x — 1) ()+
» Los casos de indeterminacién que son
oo, 2, D O 1,00,
0 )

Indeterminaciones

> 0 de funciones polinémicas: lim——= P(x) (P(a)ngz lim(%fM
0 =aQ(x) \(Qa) 0)  xoa (¥=a):?

Se divide por Ruffini numerador y denominador entre x-ay se calcula el limite en
la expresion simplificada.

Ejemplos
0
2 0 -
1y fim _ 2EEIHL 0L D Qe o 2wkl 11
ool —4x’ —4x? f x4 1o (o) (AxP +1) o —4x’ 41 =3 3
* Dividimos numerador y denominador entre x+1 por Ruffini
2 3 1 -4 -4 11
-1 -2 -1 -1 4 0 -1
il ot
2)
2 3 2 2
4 3 _ 0 — —80
lim =~ +34x 216x+16 (x7/2) (=x° +2x7 +4x-28) i = +22x +4x 8:
X2 x’=3x"+4 *x—>2 (x/) (x> =x=2) X2 X —x-2 *

(2 (= X% +4) hm—x2+4 0
pat (x<2)-(x+1) =2 x+1 3

* Dividimos numerador y denominador entre x-2 por Ruffini



-1 4 0 -16 16

1-3 0 4
1-1 20
2l 2 0 8
2 2
-10 4 O 11|0

0 : o - :
> o de funciones irracionales: se multiplica numerador y denominador por el

conjugado
Ejemplos

1)

lim

x—1

x—+2x° —10 —2x*=1)- (x+)/2x -1) — lim x*=2x* =1 B
x—1 i (x—1)- (x-ljfx —1) S (4200 1)

— lim —x*+1 ~ lim x=-1D-(—x-1) _ —x—1 :_2:_1
Pl =1 (x+42x2=1) ' (x=1-(x+2x> =1) H1x+\/2x -1 2

2)

[ 3 Jx+9 B=vx+9)-B+/5£+9) (=5—+/x+25)

0 5+m HO( 544x125)-(5-x425)-Grx+9)
[9 (x+9)]- (-5-+x+25) —x-(=5-+/x+25) -5-Vx+25 _-5-5_-10

=lim =lim

H0[25 (x+29)]- G+/x+9) =0 —x-B+/x+9) =0 3+Jx+9  3+3 6

Si observais los ejercicios anteriores esta indeterminacion al igual que en las
funciones racionales se termina cuando:

lmmi im—(x_a)'?

x—a g(x) x—a (x_a).?

Limites de polinomios en «

Sea un polinomio p(x) = X"+ an1x" '+ ... +QiX + Qo

lim p(x) =lim(a,x") =?e El signo del « se obtiene con la regla de los signos

Ejemplos
1) lim(-5x*+2x° —x+2)= hm( —S5x*)=—0 2)lim (=5x* +2x° —x+2) = lim (-5x*) = —0

X—>o0 X——o0 X——c0



3) hm( 2x" +4x* +1) = hm( —2x") = —o0 4) lim (—2x" +4x’ +1)—11m( 2x") =400

5) lim (4x° —9x° + x) = lim (4x°) = 40 6) 111}1 (4x° —=9x° +x) = 111}1 (4x°) = —oo

Indeterminacidon «/o de funciones racionales e irracionales

Se resuelve dividiendo numerador y denominador entre x? siendo p la mayor
potencia de numerador y denominador. Se puede obtener la siguiente regla:

a

n

si n=m

+.....
p(x) ~ lim &

b
=<0 i n<m
oo

lim
x=a g(x)  xoa pox™ 4 . , .
si n>m (El signo del o depende de la regla de los signos)
Ejemplos
. 4 -9 +x 4 4x° — x> +1
D e e T R v
4 3 8 5
. —X 22X +x .oox +x -1
3) }l}l}}omzo 4) }LI}LWZ'FOO (en-co: x8 es + y -x3 es+)
| 1 1
5) i x* -1 i xxz . 1_)7 i 1_? 1-0
m ———— = lm = lim —=—=1lim = -
X—>Fo0 ¢9x4 —x X—>o0 /9x —x X—>o0 9x4 —x X—>+oe0 9_i \/9_0 3
x° x* x°
Indeterminacion oo -
2 3 2 3 4 3 2 =
. . X x7 e oxT(x+D)=x"-(x=1) . —x"4+2x +x" ~
Tipo 1 lim - = lim = lim = —o0
b= H+w(x—1 x+1) e (x=1) - (x+1) e x? ]
3 4 3 A2 e 3 1) A 3 2 2 z
lim(x X ); 2x):1imx (x—-1) 2x +x” +2x — lim 22x 25
xobe x4 x =1 ke x" =1 xobee x 7 —]
Tipo 2
2 2
i (VAR 2T = 20 1im (Vax? +x = 2x)- (V4x" +x +2x) s

xoee K Vaxt 4+ x +2x e JAx? + x +2x

Il 818

= lim a L

1
o 4 v x 420 VA+2 4




Limites de funciones a trozos

3—x x<l1
4§_4 1<x<3
feo=1* "1
3<x<6
x—3
4 x=6

» lim f(x): como aizquierda y derecha de 1 hay funciones diferentes es necesario calcular limites laterales:
x—1
lim £(x) = lim (3 x) =
x—1 x—1

0 . -
. _ dx—40 . (x=D)-4 . 4 = 3 limf(x) =2
lim f(x) = lim — =1lim =lim——=2

1T 1T X —1 1T (x—l)(x+1) x%1+x+1

» lim f(x): como aizquierday derecha de 3 hay funciones diferentes es necesario calcular limites laterales:
x—3

lim f(x) = lim dr-d :
x—3 —_
x* -1 1 = no3 llng f(x) (enx=3 hayunaD.I.S.I)
hm f(x)=lim = lim — =400

x—3T X — 3 x—3T 0+

» lim f(x): como aizquierday derecha de 6 hay funciones diferentes es necesario calcular limites laterales:
x—6

hm f(x)=lim ! 1
=6 x-3 3 = no 3 hmf(x) (enx=6 hay una D.IS.F)

hm f(x)= hm 4= hm 4

> lim f(x)= lim4=4

X—>+oo X—>+oo

> lirp f(x)=lim@B-x)=-

Asintotas de una funcion

Asintotas verticales

Las posibles A.V. de una funcién y = f(x) se encuentran entre los x que anulan el

denominador y aquellos x que son frontera del dominio de la funcion. Ademds para que

X = asea A. V se tiene que cumplir que lim f(x)= o« o alguno de sus limites laterales.
X—a

Asintotas horizontales

Si lim f(x)=b = larectay=bes A.-H. en +=

X—>too

Si lim f(x)=c = larectay=ces AH.en -«

X—>—oo

Asintotas oblicuas

Cuando una funcién no tiene A.H. puede tenerlas oblicuas y se calculan de la siguiente forma:



y=mx+n es A.O. cuando Hm—hmf( x) y 3In=lm(f(x)—mx)

X—>oo x
E'|em|glos: Calcula las asintotas de las siguientes funciones

-2x
1) f(x)-=
) 0= D
A.V..Zx -8=0 = x=-2 y x=2 sonposibles A.V.

Para ver si lo son se calculan los siguientes limites:
0

2_92x 0 (x—
im 2 Ly MO _p Y 2 2noes AV,
=22x7 =8 2 2-(x=2)-(x+2) 2 2-(x+2) 8
. x’=2x 8 L . y
lim — =—=o0 = X = -2 es A.V.yparadibujar la funcion alrededor de la asintota:
=22x" -8 0
. X =2 :
lim = —=+o0 sustituyendo en —2'l /
o ox*=2x 8 |=22x+2) O
111‘{1 e B
=22x" =8 0 . X 2

lim = = —oo sustituyendo en —1'9
-2 2(x+2) 0 1

A.H. : Para ver si existen se calcula el limite de la funcién en

2
x =2x 1
lim = — (porque el grado del numerador y denominador son iguales) i \

st 2yt —8 2 — -

1

= y=7 esAH.en+o y -
Dibujamos la funcién alrededor de la A.H.

En + se sustituye en 100: f(100) = % = 0'49

™~
v

En -~ se sustituye en -100: f(-100) = %z 0'51

A.O.:no hay puesto que existen horizontales

—-2x
x*+1
A.V. : no existen porque x*+ 120
A.H. : no existen porque xl_i}{g f(x)=00

2) f(x)=

AO.iy=mx+n

3 J—
m= limZ® = lim (—2x x)=lim X =2
X x x> x? 4] x>0 X7 4 x
3 2
n= lim(f(x)—mx)= lim 2% fim® =2 (D),
X—00 X—00 X 1 X—>00 x +1

L X =2x-x-x .. -
lim 5 = lim 5
x> x +1 x> x4

=0 (porque el grado numerador < grado denominador)

v



3) Asiy=xes AO. A

Dibujo la funcién alrededor de la A.O.
£(100)=9997
recta =100 /
f(=100) =-99'97

recta =—100

v

En + se sustituye en 100: {

En -eo se sustituye en -100: {

Observacion importante: toda funcion racional donde el grado del denominador
sea una unidad menor que el grado del numerador tiene A.O. ( no tiene A.H)

Otro tipo de limites

Cuando se calcula un limite y aparece « en el exponente siempre hay que estudiar su
signo como en los siguientes casos:

|t sioa>1 10 si a>1
a a
0 si O<axl +oo si O<axl

Ejemplos
3
. . 17:20 =27 =0 (se sustituye 0'9 en x—1: signo —)
1) LimQGx—1)1=2~
1m(ax — - = =
x—l 5
1+ . 20+ = 2+°° = o0 (se sustituye 1'1 en x —1: signo+)
5
5 90"t : .
. — : = = se sustituye en 1—x: signo
2) limGx—1)7z2" 1":2 2 +oo  (se sustituye 0'9 en 1 +)
mox—1) = =
x—>l1 5
1+ 20 =27 =0 (se sustituye 1'1 en 1—x: signo—)
_5
. 1?2 + oo ¥
4) 1limGBx-D""z2""z+o I JA
x—1

v

En todos los ejemplos anteriores x = 1 es A.V.
-5

5) 1in]1<3x—1)W: 2720

- 2 [lj = 2+°° =400  (se sustituye 1'9 en x—2: signo —)
x+1 Y2 (1 2
6) lim| — = | =
=2\ xT+2 2 1™
2+ (Ej =0 (se sustituye 2'l en x—2: signo +)

Indeterminacion 1°

fx) 1%
Nos basamos en el siguiente resultado: lim(1+ 7 j =
X

X—>00



Ejemplos

—_— 2 i
1) 1'm(ﬂJ = 1 indeterminacién

x| x—3x
_ 2 _ 2 _ 2_ _ 3 _ _ 2
N 1 =2 3)62:> 1 :2 3x2 _1:2 3x (x23x): 2 x2:f(x):x 3x
f(x) x-3x f(x) x—-3x x—3x x—3x 2—
2—x
x-3x% 2-x i x—3x2—x73x2Ax
. 2—x 'x—3xz'x 2-x
fim| 2722 | = G| 14— | = lim] 14— = lim| | 14—
x| x—3x X0 x—3x x—00 x—3x x50 x—3x
2—x 2—x 2—x
_ _2x7x2 ) i
=327 | -322
2—x
1 in 255y
= lim| | 1+——— = e 2 g
X0 x—3x
2—x
. _1 ;T . . .z
2) lm(?”; j ' =17 indeterminacién
X—>00 X
N 1 :3x—1 N 1 : 3x—1 1= 3x—1—3x:—_1 — f(x)=-3x
f(x) 3x f(x) 3x 3x 3x
E E el E T
tim{ IV Chim 1 | st 1] T i [ 14— -
x| 3y X300 —3x X—>00 —3x X—>00 —3x
. xS
_exh—r>noo —-3x2+1 e~ =0



